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Mở đầu

Quy hoạch lồi là một lớp bài toán cơ bản của tối ưu hóa. Một đặc điểm cơ bản

nhất của lớp bài toán này là mọi điểm cực tiểu địa phương đều là cực tiểu tuyệt đối.

Tính chất quan trọng này cho phép các lý thuyết có tính địa phương như giới hạn, vi

phân, có thể áp dụng trực tiếp vào quy hoạch lồi. Lý thuyết về bài toán quy hoạch lồi

đã được quan tâm nghiên cứu nhiều và đã thu được nhiều kết quả quan trọng dựa trên

lý thuyết của giải tích lồi và tối ưu hóa; về phương diện tính toán, đã có khá nhiều

phương pháp hữu hiệu cho lớp bài toán này. Các phương pháp đó đã được giới thiệu

trong cuốn sách Tối ưu lồi (Convex Optimization) của các tác giả Stephen Boyd and

Lieven Vandenberghe do nhà xuất bản Cambridge University Press in năm 2004.

Đề tài luận văn "Một phương pháp quy hoạch lồi giải một lớp bài toán chấp nhận

lồi tách" có mục đích giới thiệu lại kiến thức cơ bản về giải tích lồi, bài toán về quy

hoạch lồi. Đặc biệt đi sâu vào các bài chấp nhận lồi tách và một phương pháp giải.

Nội dung luận văn gồm hai chương:

Chương 1. "Kiến thức chuẩn bị” giới thiệu các kiến thức cơ bản nhất về tập lồi,

hàm lồi và dưới vi phân hàm lồi.

Chương 2. "Phương pháp quy hoạch lồi giải bài toán chấp nhận lồi tách" giới

thiệu bài toán quy hoạch lồi và một số tính chất của nó. Nhắc lại phương pháp chiếu

đạo hàm giải bài toán đó. Cuối cùng tác giả giới thiệu bài toán chấp nhận lồi tách và

một phương pháp giải.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, tác giả giới thiệu các kiến thức cơ bản nhất về giải tích lồi, là

những kiến thức nền tảng cần thiết phục vụ cho việc nghiên cứu và giải quyết đề tài.

Các kiến thức của chương này được tổng hợp từ các tài liệu [1] và [2].

1.1 Tập lồi, hàm lồi

Trước hết ta nhắc lại khái niệm tập lồi trong Rn và các khái niệm có liên quan.

Định nghĩa 1.1. Một tập C ⊆ Rn được gọi là một tập lồi, nếu C chứa mọi đoạn

thẳng đi qua hai điểm bất kỳ của nó. Tức là C lồi khi và chỉ khi

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1]⇒ λx+ (1− λ)y ∈ C.

Ta nói x là tổ hợp lồi của các điểm (véctơ) x1, x2, . . . , xk nếu

x =
k∑
j=1

λjx
j, λj > 0 ∀j = 1, . . . , k,

k∑
j=1

λj = 1.

Tương tự, x là tổ hợp affine của các điểm (véctơ) x1, . . . , xk nếu

x =
k∑
j=1

λjx
j,

k∑
j=1

λj = 1.

Tập hợp của các tổ hợp affine của x1, . . . , xk thường được gọi là bao affine của các

điểm này.
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Hình 1.1: (a), (b), (e) - Tập lồi; (c), (d) - Tập không lồi

Mệnh đề 1.1. Tập hợp C là lồi khi và chỉ khi nó chứa mọi tổ hợp lồi của các điểm

của nó. Tức là: C lồi khi và chỉ khi

∀k ∈ N, ∀λ1, . . . , λk > 0 :
k∑
j=1

λj = 1, ∀x1, . . . , xk ∈ C ⇒
k∑
j=1

λjxj ∈ C.

Chứng minh. Điều kiện đủ là hiển nhiên từ định nghĩa. Ta chứng minh điều kiện cần

bằng quy nạp theo số điểm. Với k = 2, điều cần chứng minh suy ra ngay từ định

nghĩa của tập lồi và tổ hợp lồi. Giả sử mệnh đề đúng với k − 1 điểm. Ta cần chứng

minh với k điểm.

Giả sử x là tổ hợp lồi của k điểm x1, . . . , xk ∈ C. Tức là

x =
k∑
j=1

λjx
j, λj > 0 ∀j = 1, . . . , k,

k∑
j=1

λj = 1.

Đặt

ζ =
k−1∑
j=1

λj.

Khi đó 0 < ζ < 1 và

x =
k−1∑
j=1

λjx
j + λkx

k = ζ
k−1∑
j=1

λj
ζ
xj + λkx

k.

Do
k−1∑
j=1

λj
ζ

= 1

và
λj
ζ
> 0 với mọi j = 1, . . . , k − 1 nên theo giả thiết quy nạp, điểm

y :=
k−1∑
j=1

λj
ζ
xj ∈ C.
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Ta có

x = ζy + λkx
k.

Do ζ > 0, λk > 0 và

ζ + λk =
k∑
j=1

λj = 1,

nên x là một tổ hợp lồi của hai điểm y và xk đều thuộc C. Vậy x ∈ C.

Lớp các tập lồi là đóng với các phép giao, phép cộng đại số và phép nhân tích

Descartes. Cụ thể, ta có mệnh đề sau:

Mệnh đề 1.2. Nếu A,B là các tập lồi trong Rn, C là lồi trong Rm, thì các tập sau

là lồi :
A ∩B := {x | x ∈ A, x ∈ B},

λA+ βB := {x | αa+ βb, a ∈ A, b ∈ B, α, β ∈ R},

A× C := {x ∈ Rn+m | x = (a, c) : a ∈ A, c ∈ C}.

Định nghĩa 1.2. Một điểm a ∈ C được gọi là điểm trong tương đối của C nếu nó là

điểm trong của C theo tô-pô cảm sinh bởi affC (tập affine nhỏ nhất chứa C).

Ta sẽ ký hiệu tập hợp các điểm trong tương đối của C là riC. Theo định nghĩa

trên ta có:

riC := {a ∈ C | ∃B : (a+B) ∩ affC ⊂ C},

trong đó B là một lân cận mở của gốc. Hiển nhiên

riC = {a ∈ affC | ∃B : (a+B) ∩ affC ⊂ C}.

Tiếp theo ta nhắc khái niệm hàm lồi và một số khái niệm liên quan.

Cho C ⊆ Rn là tập lồi và f : C → R. Ta sẽ ký hiệu

domf := {x ∈ C | f(x) < +∞}.

Tập dom f được gọi là miền hữu dụng của f . Tập

epif := {(x, µ) ∈ C × R | f(x) ≤ µ}
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được gọi là trên đồ thị của hàm f .

Bằng cách cho f(x) = +∞ nếu x /∈ C, ta có thể coi f được xác định trên toàn

không gian và hiển nhiên là

domf = {x ∈ Rn | f(x) < +∞},

epif = {(x, µ) ∈ Rn × R | f(x) ≤ µ}.

Do sẽ làm việc với hàm số nhận cả giá trị −∞ và +∞, nên ta quy ước:

Nếu λ = 0, thì λf(x) = 0 với mọi x.

Định nghĩa 1.3. Cho ∅ 6= C ⊆ Rn lồi và f : C → R. Ta nói f là hàm lồi trên C,

nếu epif là một tập lồi trong Rn+1.

Sau đây ta sẽ chủ yếu làm việc với hàm f : Rn → R ∪ {+∞}. Trong trường hợp

này, dễ thấy rằng định nghĩa trên tương đương với

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ (0, 1).

Hàm f : Rn → R ∪ {+∞} được gọi là lồi chặt trên C nếu

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ (0, 1).

Hàm f : Rn → R ∪ {+∞} được gọi là lồi mạnh trên C với hệ số η > 0 nếu

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ (0, 1) có:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− 1

2
ηλ(1− λ)‖x− y‖2.

Dễ kiểm tra được rằng, f lồi mạnh trên C với hệ số η > 0 khi và chỉ khi hàm

h(.) := f(.)− η

2
‖.‖2

lồi trên C.

Bằng qui nạp, dễ dàng chứng minh được rằng, nếu f nhận giá trị hữu hạn trên

tập lồi C, thì với mọi số tự nhiên m và mọi x1, . . . , xm ∈ C thoả mãn λ1 ≥ 0, . . . ,

λm ≥ 0,
m∑
j=1

λj = 1, ta có

f

(
m∑
j=1

λjx
j

)
≤

m∑
j=1

λjf(xj) (bất đẳng thức Jensen).
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Hàm f được gọi là một hàm lõm trên C, nếu −f lồi trên C.

Ví dụ 1.1. Cho S := {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1} là một mặt cầu và h : S → R+ là một

hàm bất kỳ. Định nghĩa hàm f như sau:

f(x) :=


0 nếu ‖x‖ < 1,

h(x) nếu ‖x‖ = 1,

+∞ nếu ‖x‖ > 1.

Hàm này được gọi là hàm mặt cầu. Dễ thấy rằng f là một hàm lồi trên Rn, mặc dù h

là một hàm không âm bất kỳ trên mặt cầu S.

Ví dụ 1.2. Ví dụ về hàm lồi, hàm lõm

Hình 1.2: (a) - Hàm lồi; (b) - Hàm lõm

Dưới đây là một điều kiện cần và đủ về hàm lồi, rất tiện ích trong nhiều trường

hợp.

Mệnh đề 1.3. Một hàm f : C → R là lồi trên C khi và chỉ khi

∀x, y ∈ C, ∀α > f(x), ∀β > f(y), ∀λ ∈ [0, 1]

⇒ f(λx+ (1− λ)y) ≤ λα + (1− λ)β.


